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Аннотация. Рассмотрена модель распространения вирусов в отдельных городах и в сети 
городов с учетом запаздывания, вызванного длительным инкубационным периодом ви-
руса. Показано влияние эффектов запаздывания в сравнении с пандемиями без такого за-
паздывания. Выявлена временная асимметрия распространения инфекции, означающая, 
что время развития пандемии значительно превышает время ее завершения. Проведены 
модельные расчеты распространения вирусов в сети связанных между собой больших и 
малых городов и выявлены особенности динамики в сравнении с распространением ви-
русов в моногороде, в том числе возможность повторного инфицирования мегаполисов 
из внешнего резервуара инфекции. При выбранных параметрах запаздывания, длитель-
ность и амплитуда пандемии увеличивается в несколько раз по сравнению с пандемией 
вирусов с короткой инкубационной фазой.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Распространение вирусов в системах с се-
тевым строением и возникновение пандемий 
представляет не только фундаментальный 
научный интерес, но является жизненно важ-
ной проблемой в природных биологических 
популяциях и для человеческого сообщества, 
а также в искусственных компьютерных си-
стемах. Особую остроту проблеме придает 
опасность глобальных пандемий, наглядным 
проявлением которой стала пандемия ко-
ронавируса COVID-19. Постановка прямо-
го эксперимента в таких сложных системах 
практически невозможна, поэтому, кроме из-
учения и анализа конкретных случаев, оста-
ется путь достаточно ограниченного лабора-
торного и альтернативного математического 

моделирования пандемий. В силу безопасно-
сти и быстроты оценки развития ситуаций, 
одним из наиболее перспективных инстру-
ментов исследования зарождения, роста, рас-
пространения и угасания пандемий является 
их математическое и компьютерное модели-
рование. Простейшая модель распростране-
ния вируса относится к однородной системе, 
в которой скорость распространения зависит 
от количества инфицированных носителей и 
числа еще не зараженных индивидуумов. Рас-
пространение вирусов в такой системе носит 
характер волны и описывается уравнением 
Фишера — Колмогорова-Петровского — Пи-
скунова [1–4]. Однако реальные природные, 
социально-экономические и искусственные 
технические системы сильно пространствен-
но неоднородны, что существенно усложняет 
анализ и понимание процессов распростра-
нения в них вирусов [5, 6]. Одним из важ-
нейших факторов, влияющих на понимание 
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и контроль пандемий, является запаздыва-
ние процессов во времени, когда от момента 
инфицирования до момента активного про-
явления вируса, после которого индивидуум 
сам становится источником инфекции, про-
ходит определенное время [7, 8]. Эффекты 
запаздывания маскируют причинно-след-
ственные связи в динамике распространения 
вируса, и делают ошибочными привычные 
линейные прогнозы, даже в краткосрочной 
перспективе. Вспышка всемирной пандемии 
коронавируса COVID-19, являющаяся гло-
бальным медицинским, политическим, орга-
низационным, моральным, экономическим 
и интеллектуальным вызовом человечеству, 
стимулировала не только усиленные поиски 
лекарственных препаратов, но и моделиро-
вание механизмов распространения вирусов 
в человеческой популяции [9–12], посколь-
ку лучшее понимание механизмов развития 
пандемий позволяет принимать более пра-
вильные решения при борьбе с ними. Ключе-
вой целью наших усилий является получение 
инструмента принятия решений на основе 
выбора лучшего варианта, в рамках парадиг-
мы системного анализа [13], когда точные 
решения невозможны, но можно выделить 
ряд характерных сценариев, в зависимости от 
принимаемых решений. 

Основными факторами, требующими уче-
та при построении реалистической модели 
распространения вирусов, являются эффек-
ты запаздывания, пространственная структу-
ра неоднородной системы и скорость конвек-
тивного переноса заражения транспортными 
потоками. Ранее нами была исследована про-
стейшая пошаговая модель разрушения сети, 
отображаемой в виде графа, и показана кри-
тическая зависимость устойчивости сети при 
распространении поражений вирусного типа 
от степени ее связанности [14]. Проведенный 
анализ выявил крайнюю уязвимость глобаль-
ных сетей. В качестве основного инструмента 
защиты сети была предложена динамическая 
кластеризация с изоляцией непораженных 
участков сети. В данной работе предлага-
ется динамическая сетевая математическая 
модель, как обобщение имеющихся моделей 
и подходов, и приводится результат иссле-

дования искусственно сконструированных 
примеров, демонстрирующих некоторые воз-
можные сценарии развития пандемий. 

2. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 
РАСПРОСТРАНЕНИЯ ВИРУСА

Простейшая модель развития вирусной 
инфекции в популяции SIR (susceptible, infec-
tion, recovered) описывается системой трех 
дифференциальных уравнений [15]. Мы рас-
пространим эту модель на совокупность свя-
занных между собой кластеров, между кото-
рыми осуществляется обмен определенной 
долей инфицируемых индивидуумов [16] без 
изменения общего баланса популяции. Это 
означает, что поток инфицированных инди-
видуумов мал и пропорционален полному 
числу инфицированных особей в данном кла-
стере. Формально такое предположение без-
основательно нарушает сохранение полного 
числа особей, но мы компенсируем этот эф-
фект переносом неинфицированных индиви-
дуумов в обратном направлении, восстанав-
ливая общий баланс. Основным фактором 
для сильно заразных вирусов играет сам пе-
ренос и его интенсивность, а не изменение за 
счет этого численности субпопуляций, между 
которыми происходит перенос. Обозначим 
число незараженных особей в заданном кла-
стере kS , число зараженных kI , а число вы-
бывших из динамики в результате излечения 
с устойчивым иммунитетом или умерших kR . 
Система уравнений баланса, описывающая 
данный процесс, имеет вид

( ) ,k k k
k

k

dS S I t G
dt N

τβ −
= − −                            (1)

( ) ( ) ,k k k
k k k

k

dI S I t g I t T G
dt N

τβ −
= − − +

( )k
k k

dR g I t T
dt

= − .

В этой системе уравнений 
( )kj j kj

j k
G I tλ τ

≠

= −∑ , член ( )k kg I t T− −  в правой 

части первого уравнения учитывает выбыва-
ние из распространения вируса инфициро-
ванных вирулентных особей за счет всех ви-
дов изоляции. Последний член в правых ча-
стях первых двух уравнений отвечает за пере-
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нос вирусов транспортными потоками. Ко-
эффициент kg  представляет собой долю изо-
лированных за сутки индивидуумов. В этих 
уравнениях constkN =  — сохраняющееся 
полное число индивидуумов всех групп в k -й 
субпопуляции; τ  — инкубационный период 
вируса, вызывающий запаздывание размно-
жения вируса по сравнению с моментом ин-
фицирования; kjτ  — время запаздывания, 
связанное с транспортировкой инфициро-
ванных между кластерами; T  — среднее вре-
мя задержки от инфицирования до изоляции; 

( )k k tβ β=  — коэффициент инфицирования; 
( )k kg g t=  — коэффициент изоляции боль-

ных; ( )kj kj tλ λ=  — коэффициент, характери-
зующий скорость переноса инфицированных 
из j-го кластера в кластер с номером k . Коэф-
фициенты kβ  можно определить, зная количе-
ство зараженных лиц в единицу времени. Точ-
но также можно найти количество изолиро-
ванных из числа заразившихся за единичный 
интервал времени с учетом сдвига на среднее 
время от инфицирования до изоляции. Мы 
считаем, что коэффициенты kg , kβ , kjλ  инди-
видуальны для каждого узла (города) и могут 
зависеть от времени в связи с постепенным 
исчерпанием ресурсов, введением режима 
изоляции или изменением качества лечения. 
При анализе модели сценариев мы ограни-
чимся фиксированными постоянными значе-
ниями параметров kg , kβ , kjλ . Мы предполага-
ем, что наблюдаемое число прибывших из 
другого кластера инфицированных индиви-
дуумов пропорционально количеству инфи-
цированных персон в источнике. Это означа-
ет отсутствие динамики изменения за время 
перемещения, т. е. малые времена запаздыва-
ния, характерные, например, для авиацион-
ных перелетов. В этом случае можно просто 
считать время запаздывания равным нулю. В 
противном случае, например, при рассмотре-
нии в качестве транспортного средства судна 
или поезда дальнего следования, нужно моди-
фицировать систему уравнений (1), более 
полно учитывая изменения, происходящие с 
пассажирами за длительное время перемеще-
ния. Система уравнений (1) предполагает, что 
переболевшие выбывают из динамики, при-
обретая иммунитет или умирая, и более не 

входят в группу риска заражения. От предше-
ствующих моделей наша модель отличается 
учетом эффектов запаздывания. 

3. ЧИСЛЕННЫЕ ПРИМЕРЫ 
И ОБСУЖДЕНИЕ

Система уравнений (1) проста по структу-
ре, но нелинейна, и ее аналитическое решение 
невозможно, хотя численное решение не 
представляет труда. Следует учесть также, 
что при принятии решения по видимым сим-
птомам заболеваемости мы, без специальных 
методов обнаружения, видим картину не се-
годняшнего дня, а отстоящую на время скры-
того периода инфицирования в несколько 
дней. В процессе моделирования мы положим 

5τ = , 0,kjτ = , 8T =  суток. Коэффициент kβ  
легко определить в начальной стадии распро-
странения вируса, когда /k k kI Iβ = ∆  пред-
ставляет собой относительный прирост чис-
ла инфицированных за одни сутки, если пре-
небречь эффектами их перемещения между 
городами. Если считать, что уменьшение чис-
ла инфицированных индивидуумов при от-
сутствии возможности повторного зараже-
ния происходит за счет изоляции в той или 
иной форме, то по прошествии среднего вре-
мени T  определенная доля kg  ранее инфици-
рованных людей перестанет быть носителя-
ми инфекции.

В качестве первого шага покажем динами-
ку распространения вируса в отдельном го-
роде, описываемую уравнениями

( ) ,dS SI t
dt N

τβ −
= −                                         (2)

( ) ( )dI SI t gI t T
dt N

τβ −
= − −

с начальным условием (0) 1I = , (0)S N= . 
В отсутствие переноса от других субпопуля-
ций, удобно перейти к новым переменным 

/s S N= , /i I N= , в которых

( ),ds si t
dt

β τ= − −                                             (3)

( ) ( )di si t gi t T
dt

β τ= − − − ,

с начальным условием (0) 1/i N= , (0) 1s = . Та-
ким образом, наши уравнения демонстриру-
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ют самоподобие, за исключением влияния на-
чальных условий. Они отличаются от стан-
дартных уравнений SIR учетом двух эффек-
тов запаздывания: длительности инкубаци-
онного периода, когда индивидуум заражен, 
но еще не является источником вирусов, и 
длительности периода от инфицирования до 
изоляции.

На рис. 1–3 показаны результаты числен-
ного моделирования решения уравнений (4) 
для городов с численностью 10 тыс., 100 тыс., 
1 млн. и 10 млн. жителей без учета (a) и с уче-
том (b) запаздывания при различных показа-
телях скорости инфицирования и изоляции. 
Кривые в последовательности слева-направо 
соответствуют увеличению численности на-
селения города. Сплошные кривые соответ-
ствуют убыванию числа здоровых людей, а 
точками показаны кривые изменения числа 
инфицированных. Длительность эпидемии 
линейно зависит от логарифма численности 
населения города. Сравнение результатов по-
казывает, что эффекты запаздывания всего 
в несколько дней увеличивают длительность 
распространения инфекции вдвое. Такая 

чувствительность результатов к параметрам 
запаздывания существенно снижает точ-
ность прогнозов на основе моделирования в 
применении к реальным ситуациям. В этих 
условиях правильнее ориентироваться не на 
детальные расчеты, а на сценарии развития в 
зависимости от принимаемых решений.

Во всех случаях, при единичном началь-
ном инфицированном, эффекты запаздыва-
ния существенно ухудшают картину панде-
мии. Сравнение самопроизвольной динами-
ки распространения вируса с динамикой при 
ограничении на контакты и изоляции инфи-
цированных показывает эффективность ка-
рантинных мер. Таким образом, наилучший 
сценарий борьбы с пандемией определяется 
экономической прочностью общества или 
его готовностью переносить ограничения и 
лишения, особенно в крупных мегаполисах. 
Совершенно ясно, что количество спасенных 
жизней и деградация неработающей эконо-
мики находятся в тесной зависимости. Одна-
ко одно только снижение скорости переноса 
вируса без жестких мер изоляции не дает су-
щественного эффекта. 

Рис. 1. Динамика естественного распространения вирусной инфекции: 1.4β = , 0.3g =
[Fig. 1. Dynamics of the natural spread of the virus infection: 1.4β = , 0.3g = ]
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Рис. 2. Динамика распространения вирусной инфекции при дополнительной изоляции 
 инфицированных: 1.4β = , 0.9g =

[Fig. 2. Dynamics of the spread of the virus infection, when the infected people 
are isolated: 1.4β = , 0.9g = ]

Рис. 3. Динамика распространения вирусной инфекции при социальном дистанцировании 
и дополнительной изоляции инфицированных: 1.1β =  0.9g =

[Fig. 3. Dynamics of the spread of the virus infection, when the infected people are isolated 
and all the others keep social distancing: 1.1β =  0.9g = ]
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Рис. 4. Динамика распространения вируса в малой сети связанных городов: 
без ограничений (a) и при введении ограничений (b)

[Fig. 4. Dynamics of the spread of the virus in a small city network without restrictions (a) 
and after imposing the restrictions (b)]

Рис. 5. Динамика распространения вируса в большой сети связанных городов: 
без ограничений (a) и при введении ограничений (b)

[Fig. 5. Dynamics of the spread of the virus in a large city network without restrictions (a) 
and after imposing the restrictions (b)]
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Наличие системы городов, связанных 
транспортными потоками усложняет карти-
ну распространения вирусов [17]. Мы рас-
смотрим несколько искусственно сконструи-
рованных примеров, демонстрирующих раз-
личную динамику распространения вируса 
между городами, связанными транспортны-
ми потоками. В качестве вариантов рассмо-
трим распространение вирусов в полносвя-
занных системах. Возьмем две группы горо-
дов: города численностью миллион человек и 
города численностью двести тысяч человек. 
Это позволяет проанализировать влияние 
конвективного транспортного переноса ин-
фекции на неоднородное распространение 
вирусов. Следует ожидать, что увеличение 
размеров сети приведет к еще большему уве-
личению эффектов запаздывания, разной 
скорости протекания пандемии в различных 
ее участках и потери пространственной син-
хронности процессов. Мы будем считать кон-
станты запаздывания одинаковыми по всей 
сети, что, конечно, является существенным 
приближением, исключающим из рассмотре-
ния региональные особенности реагирова-
ния, как населения, так и санитарно-эпиде-
миологических служб. 

Первые два уравнения системы уравне-
ний (1) решаются независимо от третьего. 
С учетом сделанных приближений, мы полу-
чим замкнутую систему уравнений 

( ) ,k k k
k

k

dS S I t G
dt N

τβ  −
= − −                            (4)

( ) ( ) .k k k
k k k

k

dI S I t g I t T G
dt N

τβ  −
= −  − +

Для дальнейшего упрощения анализа, мы 
примем, что kg g= , kβ β= , т. е. интенсивно-
сти всех процессов одинаковы по сети горо-
дов. Это чрезвычайное упрощение позволит 
путем преднамеренного снижения детально-
сти модели легче понять влияние факторов 
различной природы вне их неизбежного раз-
броса по величине в реальных системах. При-
мем также, что 1/1000kjλ λ= =  для всех транс-
портных связей городов между собой. Вы-
бранные нами параметры носят оценочный 
модельный характер и не являются надежны-
ми для воспроизведения возможных реаль-

ных ситуаций. Для анализа мы будем отдель-
но отображать процентную динамику рас-
пространения вирусов для крупных и малых 
городов.

Результаты моделирования распростране-
ния вирусов в полносвязанной системе из од-
ного миллионного города и пяти небольших 
городов с первым единичным заражением в 
наибольшем из них показаны на рис. 4: (a) 
при 1.4β = , 0.3g =  и (b) при условиях огра-
ничения контактов и изоляции инфициро-
ванного населения ( 1.1β = , 0.9g = ). Сплош-
ные линии показывают результаты для боль-
шого города, а линии из точек отражают дина-
мику распространения в малых городах. Ре-
зультаты моделирования распространения 
вирусов в полносвязанной системе из пяти 
миллионных городов и пятидесяти небольших 
городов с первым единичным заражением в 
наибольшем из них показаны на рис. 5: (a) при 

1.4β = , 0.3g =  и (b) при условиях ограничения 
перемещения населения и изоляции инфици-
рованного населения 1.1β = , 0.9g = . Основ-
ное изменение в динамике распространения 
для большой сети связано с немонотонно-
стью скорости роста на участке развития ин-
фицирования больших городов. 

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Эффекты запаздывания в несколько дней 
приводят к удлинению длительности панде-
мии, растягивая ее от более привычного ме-
сячного срока на 90–100 дней в отдельном 
мегаполисе. Динамика инфицирования име-
ет несимметричную относительно пика фор-
му. Нарастание инфицирования происходит 
более длительно и плавно, по сравнению с 
фазой завершения распространения инфек-
ции. Выход на постоянную скорость приро-
ста инфицированных означает приближение 
пика пандемии. При распространении виру-
сов в системе связанных городов, начиная с 
крупного города, возникает дополнительный 
эффект запаздывания из-за времени, затра-
чиваемого на перенос возбудителей. Особен-
ность динамики пандемии в крупных городах 
состоит в возникновении немонотонности 
скорости роста заражений и даже возмож-



12 PROCEEDINGS OF VSU, SERIES: SYSTEMS ANALYSIS AND INFORMATION TECHNOLOGIES, 2020, № 2

П. А. Головинский

ных локальных участков спада, которые мо-
гут ввести в заблуждение, вызвав необосно-
ванные предположения о близком оконча-
нии пандемии и преждевременном снятии 
ограничительных мер. Эта немонотонность 
обусловлена ролью окружения в качестве ре-
зервуара для повторного заражения. Второй 
волны заражения можно избежать, вводя 
краткосрочные ограничения на въезд в круп-
ные города в фазе пика инфицирования в ма-
лых городах. 

Предложенная нами модификация SIR 
учитывает нелокальность по времени процес-
сов в упрощенной форме с использованием 
постоянных запаздывания, в то время как бо-
лее детальное описание может быть получено 
с использованием интегральных операторов, 
учитывающих эффекты памяти. Развитие та-
кой боле совершенной модели затрудняется 
не только теоретическими сложностями, но и 
неясностью практической доступности опре-
деления ее параметров. Однако общий вывод 
о целесообразности жестких мер, ограничи-
вающих распространение вирусов с длитель-
ной инкубационной фазой, за счет социаль-
ного дистанцирования и изоляции инфици-
рованных наша модель показывает с высокой 
наглядностью. Отметим, что моделирование 
реальных сценариев требует использования 
конкретных данных по численности городов, 
транспортной активности, а также констан-
там скорости инфицирования и изоляции. 
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